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RESUMEN 
En este artículo, se exponen las diversas causas que 
justifican el Interés de un análisis estocástlco de los 
problemas de pandeo. El desarrollo efectuado se centra 
fundamentalmente en la aplicación del método de 
dlscretlzaclón, el cual tía sido descrito en un artículo previo 
(13). Como núcleo del mismo, se estudia el pandeo de una 
pieza recta con vínculos de tipo elástico, cuyos valores son 
considerados como variables aleatorias. Asimismo, se 
expone como ejemplo el caso concreto de una pieza con 
rigidez constante, aplicando el método de dlscretlzaclón en 
la resolución de la correspondiente ecuación trascendente 
estocástlca. Finalmente, se indican otras aplicaciones del 
citado método, a la resolución de problemas de pandeo 
estocástlco, tales como los de rigidez estocástlca e 
Imperfección inicial estocástlca. 
SUMMARY 
In thls paper, different motivatlons ttiat justify the interest of 
stoctiastic analysis of buckiing problems are presented. The 
work done is based mainly in the application of a 
discretization method described on a previous artlcle (13). 
The main part of the work conslsts of the study of the 
buckiing of a bar with elastlc constralnts, which are 
consldered random variables. LIkewlse, for the concrete 
example of a bar with constant fI ex u ral rlgidlty, the 
stochastic trascendent equatlon is solved using the 
mentloned discretization method. Finally, other aplications of 
the method to the resolution of stochastic buckiing 
problems, such as the stochastic flexural rlgidlty and 
stochastic initial imperfection are pointed out. 
1. INTRODUCCIÓN 
Históricamente, los estudios sobre la determinación de 
la carga de pandeo de una barra recta se remontan al 
siglo XVIII siendo Leonhar Euler el primero que resol-
vió de manera teórica dicho problema en 1744, obte-
niendo que el valor de dicha carga era inversamente 
proporcional al cuadrado de la longitud de la barra, lo 
cual al mismo tiempo era acorde con los resultados ex-
perimentales obtenidos por Musschenbroek treinta 
años antes, (v. Timoshenko [16] y Brush y Almorth [5]). 
No obstante fueron necesarios muchos experimentos 
para confirmar de manera definitiva los resultados de 
Euler, debiéndose destacaren relación con esto los tra-
bajos de Christie (1884), Considere (1889) y Tetmajer 
(1890 y 1896), los cuales pusieron de manifiesto que los 
valores de la tensión crítica acr se sitúan sobre la cur-
va de Euler a^r = 7r2E/X2 siempre que la esbeltez me-
cánica X (longitud/radio de giro) de la pieza sea tal que 
el pandeo ocurra para una tensión compresora inferior 
al límite de proporcionalidad apdel material (v. Timos-
henko [16]). 
Asimismo, con posterioridad a los trabajos de los ci-
tados autores, se ha investigado sobre el tema tanto 
en aspectos teóricos como experimentales, siendo qui-
zá ésta una de las áreas del Cálculo de EstrlJcturas que 
más publicaciones y comunicaciones ha suscitado. 
Muchos de estos estudios han tratado y tratan de re-
solver las dificultades con las que tropieza la teoría de 
Euler cuando es aplicada a situaciones no ideales que 
son precisamente las que se presentan en la práctica. 
En este sentido pueden destacarse los siguientes 
factores: 
1) Excentricidad desconocida en la aplicación de la 
carga 
2) Desviación inicial de la forma recta 
3) Pequeñas variaciones en las áreas y/o en la forma 
de secciones transversales 
4) Articulaciones y empotramientos no perfectos 
5) Defecto de homogeneidad del material, 
ya que todos y cada uno de ellos modifican de alguna 
manera la carga de pandeo. Además factores como por 
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ejemplo la imperfección inicial en la forma o las con-
diciones de vínculo varían de una estructura a otra 
construida o fabricada en condiciones similares. Aná-
logamente otros factores como el módulo de elastici-
dad, momento de inercia, etc. pueden variar dentro de 
una misma estructura. Debido a estas causas por un 
lado, y por otro a la incertidumbre que se tiene en el 
conocimiento de los citados factores, el valor de la car-
ga de pandeo resulta impredecible. 
Estas circunstancias han motivado el empleo de mo-
delos estocásticos como técnica idónea para el estu-
dio de estos problemas. Los métodos que se aplican 
para su resolución tratan de establecer corresponden-
cias entre ciertos parámetros estadísticos relativos a 
la carga de pandeo con otros asociados a una descrip-
ción adecuada de las imperfecciones. 
Para precisar todo lo anterior, consideremos el siguien-
te problema de pandeo estocástico de una pieza recta 
de longitud L, con vínculos elásticps en los extremos, 
de modo que las constantes Ki,K2y Kaque definen di-
chos vínculos sean variables aieatorias y la rigidez El 
sea un proceso estocástico de parámetro x debido a 
pequeñas variaciones aleatorias del momento de iner-




X = 0 
E I { x , c j ) K,(cj) p 
x= L 
X 
de la función de distribución de dicha variable aleato-
ria. De esta manera se podrá obtener cierta información 
sobre la probabilidad de colapso para distintos valo-
res de la carga de servicio Q: 
ProbíPerM < Q) = Fp^^(Q) 
Por otro lado, los problemas de imperfección en la for-
ma responden a un planteamiento semajante, pero dan-
do lugar a problemas de contorno estocástico no 
homogéneos. 
Para precisar esto, consideremos el caso de una pieza 
biarticuladade longitud L, ligeramente desviada de la 
forma rectilínea, de tal modo que dicha desviación pue-
de ser modelizada por el proceso estocástico de pará-
metro X, y* (x,a;). Así para cada valor P distinto de los 
autovalores del problema homogéneo asociado, habrá 
solución distinta de la trivial y ésta será estocástica 
Y(x,a)) (V. Fig. 1.2.) 
r 




El proceso Y (x,co) = y*(x,w) -H y (x,co) se obtiene a par-
tir de la solución del siguiente problema de contorno 
no homogéneo expresado en términos del desplaza-
miento adicional y(x,co) 
Fig. 1.1 
En este caso, la carga de pandeo será una variable alea-
toria PcrM, la cual se corresponde con el autovalor po-
sitivo más pequeño del siguiente problema de contorno 
estocástico homogéneo: 
(E!(x)y")" • 
y (0) = O 
y"(0) = o 
y (L) = o 
I y"(L) = o 
















• = 0 
(o j j y ' (O) = 









El interés en el análisis de problemas como el anterior, 
radica en obtener algunos momentos de PcrM tales 
como la media y la varianza e incluso aproximaciones 
El propósito en estos casos será encontrar relaciones 
entre los valores de la carga P y la media y varianza del 
desplazamiento total Y de la directriz en un punto x = 
¿ dado (habitualmente ¿ = L/2), o bien calcular la pro-
babilidad de que el desplazamiento total en x = ¿ sea 
inferior a un valor preasignado, para un valor de P dado. 
Los objetivos planteados en los problemas anterior 
mente expuestos se corresponden en cierto modo con 
los distintos criterios de tipo deterministas que se uti-
lizan en la práctica para el cálculo de la carga de co-
lapso de la pieza, según se trate de problemas 
© Consejo Superior de Investigaciones Científicas 
Licencia Creative Commons 3.0 España (by-nc)
http://informesdelaconstruccion.revistas.csic.es
65 
Informes de la Construcción, Vol. 42 n ° 409, septiembre/octubre, 1990 
homogéneos (de autovalores) o no homogéneos. Este 
modo de proceder enfocando el problema estocástica-
mente, permite introducir de una manera directa el con-
cepto de f labilidad, a partir de la probabilidad de ruina 
o colapso. 
Como referencias bibliográficas relacionadas con el es-
tudio del pandeo estocástico, cabe destacar las publi-
caciones de Amazigo [1], Boyce [2], Bernard y Bogdanoff 
[3], Budiansky y Hutchinson [4], Fraser[6], Frasery Bu-
diansky [7], Jacquot [9], Perry [10] y Roorda[11], los cua-
les tratan fundamentalmente el problema de 
imperfección en la forma y desde un enfoque eminen-
temente teórico, excepto el trabajo de Perry que es de 
carácter marcadamente experimental. 
Por nuestra parte, en el presente artículo, realizamos 
el estudio del pandeo de una pieza recta con vínculos 
elásticos cuyas constantes son consideradas como va-
riables aleatorias. Este análisis permite valorar la in-
fluencia de la aleatoriedad de las condiciones de 
vínculo en la aleatoriedad de la carga de pandeo, lo que 
consideramos de gran interés para las aplicaciones. 
Dicho estudio se ha abordado mediante la aplicación 
de dos procedimientos distintos: perturbación y dis-
cretización. Se destaca la ventaja que supone la apli-
cación a este caso, del segundo procedimiento frente 
al primero. Asimismo, se expone como ejemplo, el ca-
so concreto de una pieza con rigidez constante, apli-
cando el método de discretización en la resolución de 
la correspondiente ecuación trascendente estocástica. 
Por último, se indican otras aplicaciones del método 
de discretización, en la resolución de problemas de 
pandeo estocástico, tales como los de rigidez estocás-
tica e imperfección inicial estocástica. 
El citado método de discretización ha sido expuesto 
en un número anterior de esta revista [13], pudiendo 
considerarse este artículo como una segunda parte de 
aquél en lo que a las aplicaciones del método se refie-
re. 
2. PANDEO DE UNA PIEZA RECTA CON VÍNCULOS DE 
TIPO ELÁSTICO ALEATORIOS 
Es frecuente en la práctica de la construcción, consi-
derar como articuladas piezas que puedan tener un em-
potramiento parcial, pero del cual se desconoce el 
grado de empotramiento. En estos casos la hipótesis 
nos deja del lado de la seguridad. También hay situa-
ciones, donde se considera a la pieza perfectamente 
empotrada en sus extremos, pudiendo ser sin embar-
go la realidad muy distinta, debido a pequeños defec-
tos constructivos. 
Por otro lado las normas consideran también aquellos 
casos de piezas empotradas elásticamente en estruc-
turas constituidas por vigas y pilares, definiendo las 
constantes de empotramiento elástico de cada nudo 
a partir de las rigideces y longitudes de los elementos 
(vigas y pilares) que concurren en el mismo. La deter-
minación experimental del valor de estas constantes 
en un gran número de estructuras iguales (construidas 
en condiciones similares) pondría de manifiesto la pre-
sencia de una cierta dispersión. 
Precisamente y en relación con lo expuesto, el objeti-
vo de este apartado es estudiar la influencia de la alea-
toriedad de las condiciones de vínculo en la 
aleatoriedad de la carga de pandeo. 
Para este análisis se ha supuesto el caso de una pieza 
recta con rigidez El(x) (determinista) con empotramien-
to elástico en su extremo izquierdo y empotramiento 
elástico y apoyo elástico en el derecho (v. Fig. 2.1). 
Fig. 2.1 
Asimismo las variables aleatorias que definen las cons-
tantes de los empotramientos y del apoyo elástico, se 
han considerado independientes. 
La carga de pandeo Pcr(co) para este caso equivale al 
autovalor positivo más pequeño del siguiente proble-
ma de autovalores estocásticos: • 
(El (x) y")" +Py" = O 
y(0) = O 
( El(0)y"(0) - Ki(ü))y'(0) = O 
EI(L) y"(L) i- K2(a)) /(L) = O (2.1) 
i^  EI(L)y"'(L) +Er(L) y"(L) +Py'(L) - K3(o))y{L) = O 
El análisis estocástico de este problema puede abor-
darse a partir de métodos tales como los de Taylor, 
Monte Garlo, discretización, etc. En concreto se deter-
minan aquí los sucesivos problemas deterministas que 
resultan respectivamente de aplicar el método Taylor 
mediante la técnica de perturbación y el de discretiza-
ción al problema estocástico (2.1) (v. [12]). 
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Perturbación: 




P = X Piik u' vJ wk 
u = Ki - Ki V = K2 
sustituyendo en (2.1) se obtiene: 
K2 w ^ K3 - K3 , con Kj = E[K¡1 ; i 
( E I ( x ) Z y'ijkW uivJwk )"+ 
i,J,k-0 
+ ( X Pijk uivJwk) ( X yijk(x) u'vJwk) = o i.j.k^O ',J,k-0 
Z yiik(O) u'viwk = o 
i.j.k^O 
El(0) Z y"ijk(0) u'vJwk _ 
i.j.k^O 
- ( u + Ki) ( Z y¡]k(0) uiviwk) = O 
i,j,k^O ^ 
EI{L) Z y"i¡k(L)uivJwk + 
i,J,k-0 
+ (V + K2)( X y'ijk(L) uivJwk ) = O 
iJ.k-O 
EI(L) X y'"¡jk(L) yivJwk + 
+ EI'(L) X y"iik(L) uiviwk + 
i.j.k^O 
+ ( Z Pjjk u ivJwk) (X y'ijkíL) uiviwk)-(w + 
iJ.k^O i.J.k^O 
+ K3)(S yijk(L) u'viwk )= O 
i,j,k^O 
( El(x) y"ooo(x) )" -^ PQOO yoGO M = O 
yooo(O) = o 
El(0) y"ooo(0) - Ki y'ooo (0) = O 
EI(L) y"ooo(L) -^  K2 y'ooo (L) = o 
Ei(L) y"ooo(L) + Ei'(L) y"ooo(L) + 
+ P000 y'ooo (Í-) - K3 yooo (L) = o 
y'"ooo(0) = 1 (2.4) 
^2 3 Obsérvese que (2.4) es el problema determinista que 
resulta de sustituir en (2.1) K-i, K2y K3 por sus respec-
tivos valores medios 
Kj = EIKj] ; i = 1.2,3. 
Anulando ahora los coeficientes de u^v^w ,^ uov^woy 
uivowo se obtiene respectivamente: 
( Ei(x) y'ooiW)" + Pooo y"ooi M + 
•^  P001 y^ ooo M = o 
yooi (o) = O 
(2 2) I ^'^°' y"ooi(0) - Ki y'001 (0) = O 
EI(L) y"ooi(L) + K2 y'001 (L) = 0 
EI(L) y"'ooi(l-) + E"'(L) y"ooi(L) + 
+ Pooo y'001 (L) + P001 y'ooo (L) 
- K3 yooi (L) - yooo (L) = o 
y'"001(0) = o (2.5) 
Añadiendo ahora una condición de normalización como 
y'(0) = 1 = Z y"'ijk (0) u¡v]wk = 1 (2.3) 
queda fijada una autofunción y(x) del subespacio aso-
ciado al autovalor P^^. Puede demostrarse que esta 
condición no afecta a la determinación de los valores 
Pjjki i,i,k >o (V Haines [8]). 
Anulando ahora cada uno de los coeficientes de las po-
tencias u'viwk; i,j,k >o en cada una de las ecuaciones 
de (2.2) y en (2.3) se obtiene: 
(y01 o (o) = o 
El(0) y"oio(0) - Ki y'oio (0) = O 
El(L) y'oioíL) + K2 y'oio (L) + y'ooo («-) =0 
( El(x) y"oio(x) r + Pooo y^oio M + 
+ P010 y"000 M = O 
El(L) y"oio(L) + El'(L) yoio(L) + Pooo y'010 («-) ^  
+ P010 y'ooo (L) 
- K3 yol o (L) = O 
y"'oio(0) = <í 
(2.6) 
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( El(x) y"iooW )" ^ Pooo Vico M + 
+ Pico y^ ooo W = o 
VlOO (o) = o 
El(0) y"ioo(0) - Ki y 100 (0) - y'ooo (0) = o 
EI(L) y-iooC-) + K2 y'lOO (L) = 0 
Ei{L) y'"ioo(L)+Er(L) y"ioo(L) + Pooo y'ioo (L) + 
"^ Pioo y'ooo (L) 
- K3 y 100 (L) = o 
y'"ioo(0) = o (2.7) 
Análogamente, pueden obtenerse nuevas ecuaciones, 
anulando sucesivamente los coeficientes de u'viwk pa-
ra i+j + k > 2. 
La resolución de los sucesivos problemas (2.4), (2.5), 
(2.6), (2.7), etc. proporcionará las funciones YÍJKÍX); i,j,k 
> O 
; P¡|k ; ¡.i.k > o 
y los coeficientes Pjjk; i,j,k >o. 
Las expresiones (2.8) y (2.9) permiten dar a partir de la 
resolución de los cuatro problemas (2.4) (2.5) (2.6) y (2.7) 
las siguientes estimaciones para la media y la varian-
za de Prr'-
E[Pcrl = PQOO 
D 2 IPcrl = P2iooD2[Ki ] + P2o ioD2[K2] + 
+ P^ooi D 2 [K3] 
Discretización 
Sean 
/ (1) { i ) \ 
Kni = (1) (1) 
\^n,1 Sn,y 
/ (2) (2) \ 
(2) /Pn2l Pn^\ 




, (3) (3) \ 
(3) Pn^ Pn3n3 \ 
Kn3=l (3) (3) 
^W n^jn, / 
variables aleatorias discretas definidas como en el 
apartado 3 de [13] asociadas a las variables aleatorias 
Ki, K2 y K3 respectivamente. Así al problema (2.1) po-
dremos asociarle este otro problema también esto-
castice 
El valor medio de la carga de pandeo será: 
E[Pcrl = 
= E [ Pooo + P001W + PQIOV + Pioo" + S Pjjk uMu^i * 
i*j*k ^ 2 
. 1 = Pooo + Z . Pijk E[u'] EM] E[wk] (2.8) 
Por otro lado el momento de segundo orden para di-
cha carga es: 
EIP2cr] = Z Pijk P„PY EIui+°] E(vh3] E[wk+T] = 
i,)>-0 
=P2000 +P2 looD2 lK i ] + p 2 o , o D2lK2l + P2ooi D? (K3] + 
+ 2Pooo ZP i jkE(u i lE [v ) lE [wk l + 
+ 2 Z P i j k í P o o i E M E[vi) E[wk+1] + 
+ Po ioE(u i ] E[vi+1] EIwl^l+Pioo E[ui*1] E(vil E[wk) )+ 
+ X Pijk PaPr E(ui*«] E[vJ+Pl E[wk+Y] 
i*j;k ^ 2 (2.9) 
( El(x) y* )" + Py" - O 
y{0) = O 
Ei((>)y''(0) - K(l)ni y'(0) = O 
EK^y^tD + K(2)n2 / ( D = O (2.12) 
EI(L)y-(L) + Er{L)y-(L) + Py'(L) - K(3)n3 y{L) = O 
el cual puede descomponerse en los n^  x n2 x n3 pro-
blemas deterministas siguientes: 
(El(x)y")" + Py" = O 
y(0) = O 
El{0)y"(0) - tíD^^ ¡ y (0) = ' 0 
EI(L)y"(L) + t(2)n^^y{L) = O 
EI{L)y"'(L) + EI'(L)y"(L) + Py'(L) -
- t í ^ ) n 3 k y { L ) - O 
i = 1,...,ni 
j = 1....,n2 
k = 1....,n3 
(2.13) 
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cada uno de los cuales lleva asociada la probabilidad 
P^^^n^i P ^ ^ ^ j P^'^n3k. 
Así si llamamos g a la función que expresa la carga de 
pandeo Per en términos de K^ , K2, K3 a través del pro-
pio problema de autovalores (2.1), podremos poner 
donde ( Pcr)^i ^2 '^ 3 es una variable aleatoria dis-
creta asociada a la variable Per-
Dicha variable se obtiene a partir de la resolución de 
los problemas (2.13) para cada 
i = V ,n i ; j = 1, ..,n2 ; k = 1, .,n3 
tal y como se indicó en el apartado 3 de [13]. 
2.1. Pieza con rigidez constante (El(x) = El) 
Haciendo en (2.1) el cambio de variable independiente 
x=Lz, el problema queda reducido al intervalo [0,1] y se 
transforma en: 
yiv ^ 02y- ^ o 
y(0) = o 
y"(0) - Xi(co)y'(0) = O 
y"(1) + X2(co)y{1) = o 
y"'(1) + 02y'(1) - X3(a))y(1) = O (2.14) 
donde las derivadas son ahora respecto a la variable 
z, con 
L" L 
0 2 = P , Xi(ü)) =Ki (cü) 
El El 
Comentarios 
Como puede verse, la aplicación de la técnica de per-
turbación requiere la resolución de una sucesión de 
problemas (2.4), (2.5), (2.6), (2.7), etc. cada uno de los cua-
les es diferente del anterior y en general más comple-
jo. Por otro lado también resulta muy laboriosa la ob-
tención de expresiones que permita estimar los pri-
meros momentos de la variable aleatoria Per- Asimis-
mo no es sencillo por este procedimiento obtener 
aproximaciones de la función de distribución de la car-
ga crítica. 
L'^  L 
Xsíco) = K3(co) y X2(ü)) = K2(a)) , 
El El 
dondeO , X-| ,X2 y Xsson variables adimensionales. 
La ecuación característica es r^  + O^r^ = Oslen-
do sus raíces r = O (doble) y r = ± 0 i , de ahí que 
la solución general sea: 
y(x) = C-i + C2Z + C3Sen0Z + C4COS0Z (2.15) 
En general las dificultades anteriores quedan solven-
tadas aplicando el método de discretización, pues en 
primer lugar los sucesivos problemas a resolver son to-
dos del mismo tipo lo que permite utilizar un mismo 
método de resolución numérica de diferencias finitas 
(elementos finitos) para cada uno de los problemas 
(2.13). En segundo lugar, por este procedimiento es po-
sible al menos teóricamente aproximar tanto como se 
desee y de manera sencilla los momentos de Per, bas-
ta para ello aumentar el número de puntos de discreti-
zación (n-i, n2 y ns). También resulta inmediato la 
construcción de funciones de distribución que apro-
ximen a la de Per, aunque para este menester sea ne-
cesario aumentar considerablemente el número de 
puntos de discretización para que dicha aproximación 
sea aceptable. 
A continuación se expone el caso de pieza con rigidez 
constante, para el cual la relación entre la carga críti-
ca Per (w) y las constantes de los vínculos elásticos 
Ki(co), K2(a;) y K3(a)) puede expresarse en términos de 
una ecuación trascendente estocástica. 
Por otro lado, las condiciones de contorno dan lugar 
a un sistema homogéneo cuya matriz de coeficientes 
es: 
(2.16) 
o o 1 
-02 
-Xi(a)) -Xi(ü))0 
O X2((o) { -02sen0 + ( -02cos0 
+X2((ü)0cos0) -X2(cú)0sen0) 
-X3(ü)) 02-X3((o) -X3(ü))sen0 - X 3 ( Ü ) ) C O S 0 
Anulando el determinante de dicha matriz, después de 
varias simplificaciones se obtiene la siguiente ecua-
ción trascendente estocástica: (2.17) 
[ ( Xi(( i )) X2((ü) X3(ü)) - X2(ü)) X3(ü)) - X i (ü)) X^icú))^ 
+ ( -X3(cú) - Xi((ü) X2(ü)) ) 0 2 + 0 4 ] 0 s e n 0 + 
[ 2 X i ( ü ) ) X2(a)) X3(a ) )+ ( X2(ü)) X 3 ( C Ü ) + X I (cü) X3(cü))02-^ 
+ ( - Xgío))- X i ( a ) ) ) 0 4 ] COS0 -2 Xi(ü)) X2 (Q))X3(co)= O 
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La carga crítica Pcrí^ )^ resulta ser: 
El 
Pcr{0)) = 0l2(ü)) 
(2.18) 
donde </> i(a)) es la raíz positiva más pequeña de la 
ecuación anterior. 
La versión determinista de la ecuación (2.17), es decir 
Xi, X2, X3 = cte, generaliza a la dada por Brush y Alm-
roth en [5] para el caso de dos empotramientos 
elásticos. 
A continuación se desarrolla un ejemplo en el cual se 
aplica el método de discretización a la ecuación esto-
cástica (2.17), determinándose varias aproximaciones 
para los primeros momentos de la carga crítica. 
Ejemplo 
Sea una estructura como la que se indica en la figura 
2.2 en la cual la pieza AB sometida a pandeo está uni-
da rígidamente en sus extremos a las piezas AA' y BB' 
articuladas en A' y B' respectivamente, asimismo la pie-
za B'B" paralela a AB está empotrada en su extremo B". 
Fig. 2.2 





de esta forma las constantes adimensionales X-,, X2 y 
X3 del problema (2.14) son: 
E1I1/L1 







Estas expresiones permiten dar a su vez una idea del 
orden de magnitud de dichas constantes adimensio-
nales en términos relativos de las rigideces y las lon-
gitudes de las piezas AA', BB' y B'B" respecto de las 
correspondientes de AB. 
Pasamos ahora a considerar el carácter aleatorio de 
Xi, X2y X3debido a la incertidumbre en el conocimien-
to preciso de las rigideces Ej Ij y/O las longitudes LJ; i 
= 1,2,3 (El y L deterministas). 
Supongamos para este ejemplo que L| = L; i = 1,2,3 
y que las rigideces E¡ l¡ son variables aleatorias unifor-
mes con las siguientes distribuciones (análogamente, 
podrían considerarse otras distribuciones, tales como, 
la Normal, Gamma, Beta, Histogramas, etc.): 
Aislando ahora la pieza AB (v. Fig. 2.3) las constantes 
de los vínculos elásticos son respectivamente: Caso 1?) 
en A 
Ki = SEih /L i 
K2 = 3 E2I2/L2 . K3 = 3 E3I3/L33 
Ei h sobre el intervalo [1.0 El, 1.2 El], E212 sobre [1.5 El, 
1.8 El] y E313 sobre [4.0 El, 4.8 El]. De esta forma X,(o)), 
i = 1,2,3 son también uniformes y en los siguientes in-
tervalos: 
Xi en [3.0, 3.6], X2 en [4.5, 5.4] y X3 en [12.0, 14.4] 
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Caso 2?) 
Ei li y E212 sobre el intervalo [0.0 El, 0.2 El] y E313 = 
00 (determinista). Así X^  y X2Son uniformes sobre [0.0, 
0.6] con X3 = 00 (apoyo rígido en B) 
Caso 3?) 
Ei h y E212 sobre el intervalo [3.0 El, 5.0 El] y E313 = 
00 (determinista). Las distribuciones de X-, y X2Son por 
tanto uniformes sobre [9.0,15.0] con X3 = 00. 
Considerando ahora para todos estos casos un factor 
EI/L2 = 1000 (kg). La carga crítica es Per (co) = 1000 01 
(^oj) donde 01 (co) es la raíz positiva más pequeña de la 
ecuación (2.17). 
Resolviendo para cada uno de los casos la ecuación 
trascendente estocástica (2.17) mediante la técnica de 
discretización de las variables aleatorias, se han obte-
nido las siguientes aproximaciones i(5*k(n) = E 
[(Pcr)'^ n,n,n] de los momentos de la variable aleatoria 
Per, donde n representa el número de puntos en los 
que se discretizan cada una de las variables aleatorias 
Xi, X2 y X3. 
En las Tablas 2.1,2.2 y 2.3 se dan los respectivos valo-
res con doble precisión para n = 2,4 y 10 y cada uno 
de leseases ^?),2?)y3?). 
TABLA 2.1 
TABLA 2.2 
pso 1«) Xi : ( 3 . 0 . 3 . 6 ) . Xg : ( 4 . 5 . 5 . 4 ] . X3 : ( 1 2 . 0 . 1 4 . 4 ) 
X 1 . X 2 . X 3 discrelizadas en n = 2 puntos 
Momentos aproximados de P^^: 
Media = p*, (2) = 0 . 1 7 0 8 2 6 8 2 1 2 7 8 7 8 3 4 x 10^ ( k g ) 
Varianza = 3*2 (2)- P*^ i (2) = 0 . 4 0 1 9 5 0 1 3 0 4 7 2 1 8 3 2 x 10^ (kg2) 
Mom. ord, 3 = p*3 (2) = 0 . 5 0 0 5 6 3 5 2 2 4 2 0 6 7 7 3 x 10^3 (kg3) 
Mom. ord. 4 = p*4(2) = 0 . 8 5 8 6 1 8 1 2 5 9 9 1 S 0 9 1 x 10^7 ( kg^ ) 
X T . X 2 . X 3 discrelizadas en n = 4 puntos 
Momentos aproximados de P^r: 
Media = P'i (4) = 0 . 1 7 0 8 2 6 1 3 1 8 8 4 9 7 5 0 x 10^ ( k g ) 
Varianza = (i*2 C*)" P'^ ^ (^) = 0 . 4 0 1 5 2 1 8 7 6 9 7 7 3 2 4 5 x 10^ (kg2) 
Mom. ord. 3 = P'3 (4) = 0 . 5 C 0 5 5 4 9 0 3 5 0 0 8 1 9 9 x 10^3 (kg3) 
Mom. ord. 4 = p*4(4) = 0 . 8 5 8 5 9 5 4 5 9 6 9 8 3 5 5 7 x 1 0 ^ ^ (kg4) 
X^ , X2 , X3 discrelizadas en n = 10 puntos 
Momentos aproximados de P^r: 
Media = p*, (10) = 0 . 1 7 0 8 2 6 1 3 1 8 0 1 1 0 5 2 x 10^ ( k g ) 
Varianza = P'2(10)- p '^ i ( lO) = 0 . 4 0 1 5 2 1 7 9 6 4 8 3 7 5 5 1 x 10^ (kg2) 
Mom. ord. 3 = p*3 (10) = 0 . 5 0 0 5 5 4 9 0 2 2 9 6 2 3 7 3 x 10^3 (kg3) 
Mom. ord. 4 = p*4(10) = 0 . 8 5 8 5 9 5 4 5 6 1 8 5 1 5 6 6 x 10^7 (j^g4)j 
Caso 2?) 
X, , X2 
Media = P'i 
Varianza = 
Mom. ord. 3 
Mom. ord. 4 
X i , X2 
Media = p* 
Varianza = 
Mom. ord. 3 
1 Mom. ord. 4 
X, , X2 
Media = p* 
Varianza = 
Mom. ord. 3 
Mom. ord. 4 
1— 
Xi : [0 .0 . 0.6] , 
discrelizadas en n 
Momentos 
(2) 
P'2 (2r p-'i ^2) 
= p-3 >2) 
= P*4(2: 
discrelizadas en n 
Momentos 
(4) 
P*2 (4)- P*'i (4) 
= P'3 (4) 
= p-4(4) 
discrelizadas en n 
Momentos 
1 (10) 
p-2(10)- P ' í d O ) 
= 3*3 (10) 
= P'4(10) 
X2 : (0 .0 .0 .6 ] . X3 = 00 
= 2 puntos 
aproximados de Pcr^  
= 0 . 1 1 0 1 7 1 3 3 2 5 0 0 2 4 5 4 
= 0 . 2 1 2 7 0 4 5 9 9 4 7 1 0 1 0 3 
= 0 . 1 3 4 4 2 6 2 6 8 1 6 4 2 6 2 9 
= 0 . 1 4 8 8 7 5 7 7 5 9 9 7 1 8 3 1 
= 4 puntos 
aproximados de Per: 
= 0 . 1 1 0 1 7 1 2 9 6 7 7 7 5 4 8 6 
= 0 . 2 1 2 9 9 1 2 1 9 0 4 6 5 3 6 8 
= 0 . 1 3 4 4 2 6 5 5 6 5 1 4 1 8 3 2 
= 0 . 1 4 8 8 7 5 9 6 4 8 6 5 6 9 7 3 
= 10 puntos 
aproximados de Per: 
= 0 . 1 1 0 1 7 1 2 9 6 7 7 7 5 4 6 9 
= 0 . 2 1 2 9 9 1 2 1 9 0 3 8 3 9 3 3 
= 0 . 1 3 4 4 2 6 6 5 6 5 1 3 9 7 1 4 

























( kg ) 
(kg2) 
l k g 3 ; 
i kg^ ) 
( k g ) 
(kg2) 
(kg3) 
( k g ^ 





Caso 3^) X, ; ( 9 . 0 . 1 5 . 0 ) , X j : ( 9 . 0 . 1 5 . 0 ) . X3 = = 
X, . X2 discrelizadas en n = 2 puntos 
Momentos aproximados de Per: 
Medta = p-, (2) = 0 . 2 9 4 0 0 6 5 5 8 0 6 7 0 0 4 6 
7 
* 
Vananza = p * 2 ( 2 ) - p " i (2) = 0 . 5 4 6 2 7 8 0 3 4 1658592 
Mom. ord 3 = p"3 (2) = 0 . 2 5 4 6 2 0 8 7 8 7 2 8 3 2 9 9 
r.'oTi. ord 4 = ^3'4(2) = 0 . 7 5 0 0 2 1 0 9 0 7 4 5 8 2 2 5 
Xi , X2 discrelizadas en n = 4 puntos 
Momentos aprosimadcs de Per: 
Media = p ' i (4) = 0 . 2 9 3 9 9 6 3 3 7 2 6 1 7 7 4 3 
Varianza = p*2 (4)- P*^ , (4) = 0 . 5 5 2 4 6 3 1 4 4 6 8 9 7 3 8 8 
Mom. ord. 3 = 3*3(4) = 0 . 2 5 4 6 0 7 8 3 9 9 8 9 2 1 5 4 
Mom. ord. 4 = 3*4(4) = 0 .749 9 9 1 7 6 9 0 7 5 9 6 6 0 
X. . X2 discrelizadas en n = 10 
Morre.njcs aproxima ::s de P^,: 
Media = p'^ (10) = 0 . 2 9 3 9 9 6 3 3 6 8 9 5 8 1 5 2 
Varianza = 3'2(10)- 3*^i(10) = 0 . 5 6 2 4 6 5 3 9 7 8 0 1 3 9 9 2 
Mom. ord 3 = 3*3(10) = 0 . 2 5 4 6 0 7 8 4 0 6 1 9 9 9 3 5 

























( k g ) 
í k g ^ 
. k33 . 
ikg-^ 
( k g ^ 
(kg2) 
i k g 3 . 
i k g -
( k g í 
(kg2) 
(kg3) 
( kg - ) 
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De los resultados obtenidos se deduce que en estos 
casos y para propósitos prácticos, basta con la apro-
ximación obtenida tomando n = 2, lo que equivale en 
definitiva a la resolución de ocho ecuaciones determi-
nistas en 1?) y cuatro en 2?) y 3?) resultantes de dis-
cretizar en (2.17) cada una de las variables aleatorias 
en dos puntos. 
Con objeto de valorar en alguna medida la influencia 
de la aleatoriedad de las condiciones de vínculo (para 
las distribuciones consideradas) en la aleatoriedad car-
ga de pandeo utilizamos el coeficiente de variación: 
V[Pcr] = (D[Pcrl/E[Pcr]) X 100 
Los valores obtenidos se dan en la Tabla 2.4: 
TABLA 2.4 
Caso 1^ ) 
E [Perl 
Caso 2^ ) 
E [Perl 
Caso 3^ ) 
E (Perl 
V[Xi] = V[X2l = V[X3l = 5.2 % 
= 17.08 T , D[Pcr] = 0.63 T 
V [Perl = 3.7% 
V[Xi] = V[X2] s 58 % 
= 11.02T . D[Pcrl = 0.46 T 
V [Perl = 4.2% 
V[Xi] = V[X2l = 14.4 % 
- 29.40 T . D[Pcrl = 0.75 T 
V [Perl = 2.6% 
Estos resultados indican que el coeficiente de varia-
ción de Per es en estos casos del mismo orden, sin 
embargo, la influencia de la aleatoriedad de las condi-
ciones de vínculo en la de la carga de pandeo es para 
los casos 2?) y 3.°) proporcionalmente menor que para 
el caso 1.°). 
Como puede verse el método de discretización permi-
te en forma sencilla obtener aproximaciones a los mo-
mentos de Per- Asimismo, pueden obtenerse también 
aproximaciones a la función de distribución, aunque 
para este menester es necesario, como ya se ha comen-
tado, discretizar las variables Xj en mayor número de 
puntos. 
3. APLICACIÓN A OTROS PROBLEMAS DE PANDEO 
ESTOCÁSTICO 
A continuación se exponen posibles aplicaciones del 
método de discretización a problemas de pandeo es-
tocástico tales como los de rigidez estocástica e im-
perfección inicial estocástica. 
En cuanto al caso de rigidez estocástica consideremos 
la situación particular del problema (1.1) cuando la pie-
za tiene extremos articulados; en dicho caso las con-
diciones de contorno son deterministas y el problema 
se reduce a: 
(El (x,(D)y"r + Py" = O 
y(0) = y"(0) = y(L) = y"(L) 
X G [0,L] 
= O 
(3.1) 
Este problema es tratado por Scheidt y Purkert en [15] 
considerando que la pieza tiene sección circular con 
radio estocástico definido por el proceso r (x,co), de for-
ma tal que para E constante, El(x,aj) = 7rEr4(x,a;)/4 sea 
un proceso estocástico estacionario en sentido amplio 
(v. de la Rosa y Blázquez [14]). Asimismo dichos auto-
res mediante la aplicación del método de Ritz trans-
forman (3.1) en un problema de autovalores estocásticos 
matricial, obteniendo al mismo tiempo distribuciones 
límites de la carga de pandeo para diferentes paráme-
tros del proceso El(x,aj). 
Por nuestra parte indicamos la aplicación del método 
de discretización a aquellos casos en los cuales el pro-
ceso El(x,a;) pueda expresarse en función de un núme-
ro reducido de variables aleatorias independientes X,; 
i = 1,..,q. 
Por ejemplo para el caso de una pieza de sección cir-
cular, Xj puede representar el radio de la sección en 
distintos puntos ¿¡con 0< ¿i < ¿2 <•••< íi <•••< íq ^ 
L situados a lo largo de la pieza, con la hipótesis adi-
cional de que la variación del radio entrejdos puntos 
consecutivos sea por ejemplo lineal. También puede 
considerarse en forma análoga el caso de una pieza de 
sección rectangular. 
En estos casos, (3.1) se puede expresar en la forma: 
El(x. Xi(a)) . ..Xq(a)))y- -^  Py = O 
y(o) = y(L) = O 
X e [CL] (3.2) 
Dicho problema una vez aplicada la técnica de discre-
tización aX^, X2, ...Xq puede resolverse numéricamen-
te por diversos métodos, lo que permite obtener 
aproximaciones a los momentos y a la función de dis-
tribución de Per (w). 
Finalmente pasamos a comentar el problema de imper-
fección inicial estocástica, el cual es probablemente 
© Consejo Superior de Investigaciones Científicas 
Licencia Creative Commons 3.0 España (by-nc)
http://informesdelaconstruccion.revistas.csic.es
72 
Informes de la Construcción, Vol. 42 n ° 409, septiembre/octubre, 1990 
uno de los más estudiados, entre los de pandeo esto-
cástico. 
Considerando el caso particular de (1.2) en el cual la 
rigidez es constante, se puede poner haciendo x = Lz, 
K2 = P/EI, 0 = KL 
R(Vi-V2) 
p(vi-V2) para | V1-V2I < e 
para | v^  -V2I > e (3.9) 
y" + 02y = . 02 y* (z,o)) 
y(0) = y(i) = O (3.3) 






[ senkLz senkL{1-v)] 
para O < z < v 
(3.4) 
sen kL 
[ senkL(1-z )senkLv ] 
para v < z < 1, luego la deformación adicional es: 
y (z .^) = 1 G (z,v) y* (v.o)) dv (3.5) 
Boyce [2] y Jacquot [9] obtienen tomando esperanzas 
a partir de (3.5) teniendo en cuenta que la función de 
Green es determinista: 
la distribución de y(z,o;) para cada z e [0,1] es aproxima-
damente Normal quedando por tanto definida a partir 
de (3.8). 
Por su parte Jacquot [9] comenta que la suposición de 
estacionariedad para la imperfección inicial y*(z,a;) es 
excesivamente fuerte ya que y*(0,a;) = y*(L,aj) = O con 
probabilidad uno, de ahí que proponga para la imper-
fección inicial un proceso tal cuya autocorrelación K 
(Vi, V2) sea una función que se anule en la frontera del 
cuadrado de vértices (0,0), (0,1), (1,0) y (1,1). En concreto 
sugiere expresiones de la forma: 
00 0 0 
K (vi ,V2) =2^ 2^ Kjj sen ¡KV^ senJ7iV2 (310) 
De esta manera: 
D 2 [y (z,w) ] = 
= X ^ K j j J^  J^  G (z.vi) G (z,V2)sen inv^  senJ7iV2 dvidv2 
(3.11) 
- - 1 J - - 1 
.^)1 = 1 E[y(z.a))] = Jo G (z.v) E[y- (v.o)) ]dv (3.6) 
E[y2(z.a))] = 
Ho JoG (z.vi) G (Z.V2) E[y* (vi.o)) y* (V2,a))] dv^  dV2 = 
= J^  J^  G (z,vi) G (z,V2)K (V1.V2) dvi dv2 (3.7) 
donde K (v-i, V2) = E[y* (Vi,co) y* (v2,co)] es la función de 
autocorrelación del proceso y*(z,o;) (v. de la Rosa y Bláz-
quez [14]). 
Boyce en [2] considera que y* (z,w) es un proceso esta-
cionario de media nula, así E[y(z,co)] = E[y*(z,co)] = O 
V z e [0,1] y K(Vi, V2) = R(Vi-V2) donde R es sólo función 
de la diferencia r = Vi-V2 siendo la varianza: 
Dicho autor expone para un caso particular en el que 
K (Vi, V2) = a2 sen TTVI sen7rV2 la relación existente en-
tre el parámetro P y la varianza de y(z,w) para cada z e 
[0,1], poniendo de manifiesto que dicha varianza tien-
de a infinito cuando P se acerca a Per = 7r2EI/L2. 
La aplicación del método de discretización que propo-
nemos para este caso de imperfección en la forma se 
basa en considerar dicha imperfección y*(x,aí) como un 
desarrollo limitado de Fouriercon coeficientes aleato-
rios: 
y*(z,(o) = 2w Xi (ü)) sen 
(3.12) 
D2[y(z.(D)l 
donde XJ; i = 1,..,q (con q pequeño) son variables alea-
torias independientes. 
Así (1.2) se reduce a: 
-í i o ^0 G (z.v^) G (z,V2) R(vi-V2) dv^  dv2 (3.8) 
Dicho autor firma asimismo basándose en el teorema 
central del límite que en el supuesto de que y*(z,co) sea 
además débilmente correlado esto es: 
El{x)y" +Py = -P X Xj (co) sen 
ITIX 
y(0) = y(L) 
siendo inmediata la aplicación del método. 
(3.13) 
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Cuando El(x) = El(cte) el desplazamiento adicional 
y(x,a;) puede expresarse en términos explícitos de X|; 
i = 1,...q pues: 
2(0) = z(L) « 2-(0) =z"(L) 
y(x,a)) = Y, 




Pi - P (3.14) 
¡27I2E1 
Pi = ; i =1...q. 
Asimismo se destaca también que el caso de pieza car-
gada excéntricamente (v. Fig. 3.1) con excentricidades 
ei(a)) y 62 (co) aleatorias, puede reducirse a uno de im-







E I ( x ) 





En efecto: Sea ^ (x) el polinomio de grado menor o igual 
a tres tal que ^(0) = ^L) = O, ^ " (0) = P e^  (o;)/EI(0), 
(^ "(L) = P e2(co)/EI(L), esto es: 














Realizando ahora el cambio de variable 
y (X) = Z (X) + <p (X) (3.16) 
queda: 




junto con las siguientes condiciones de contorno ho-
mogéneas 
(3.18) 
Obsérvese que en el caso de pieza con rigidez El cons-
tante la ecuación queda en la forma: 
El z^' P ^M P(P"(X) (3.19) 
equivalente a la (1.2). Esto indica que en lo referente a 
la determinación de la elástica de equilibrio (para P dis-
tinto de autovalor), este problema de cargas aplicadas 
excéntricamente puede considerarse equivalente a otro 
de una pieza biarticulada con una imperfección inicial 
estocástica dada por y*(x)=^x), donde el desplaza-
miento adicional es z(x). 
Por otro lado hay que indicar que la equivalencia no es 
total, pues aquí la ley de momentos flectores es M (x) = 
= EI(z"(x) -I- ^"(x)) mientras que en un caso de imperfec-
ción inicial M(x) = Elz"(x) donde z(x) representa ahora 
la desviación adicionaí. 
4. COMENTARIOS Y CONCLUSIONES 
El tratamiento de los problemas de pandeo desde un 
enfoque clásico o determinista y con teorías de segun-
do orden, ha demostrado ser una aproximación sufi-
ciente para la mayoría de los casos que se presentan 
en la práctica de la construcción. Sin embargo, la mo-
delización estocástica de estos problemas y dentro 
también de las teorías de segundo orden, permite in-
troducir de forma natural el concepto de fiabilidad, a 
partir de la determinación de la probabilidad de ruina 
o colapso, lo que no es posible desde los planteamien-
tos deterministas. Por otra parte, no se ocultan las di-
ficultades que surgen desde el nuevo eniog\ue, así: 1.^ ) 
Elección adecuada de las variables aleatorias y proce-
sos estocásticos que definen la geometría de la pieza 
y las características de los materiales, 2?) Problemas 
matemáticos a resolver más complejos. 
En relación con la primera dificultad, debe observarse 
que la elección que se haga para la descripción esto-
cástica, condicionará de alguna forma los resultados 
posteriores. En este sentido, algunos analistas realizan 
la elección en base a simplificar el tratamiento mate-
mático del problema, lo cual, como destaca Jacquot 
[9], concretamente en relación con el problema de im-
perfección en la forma, puede limitar notablemente la 
validez de los resultados. En cuanto a la segunda, se-
ría deseable disponer de la herramienta matemática 
adecuada para tratar eficazmente el problema, indepen-
dientemente de las distribuciones que se tomen para 
las variables y procesos estocásticos inmersos en el 
mismo, objetivo, por otra parte, difícilmente alcanzable. 
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Por lo que se refiere al trabajo desarrollado, el mismo 
se ha centrado fundamentalmente en el estudio de la 
influencia de la aleatoriedad de las condiciones de vín-
culo de una pieza recta sometida a pandeo, en la car-
ga de pandeo. Dicho análisis es de gran utilidad para 
las aplicaciones, sobre todo en los casos donde la pre-
sencia inevitable de pequeños defectos de ejecución 
sea significativamente importante en las condiciones 
de vínculo. 
En cuanto a la técnica de resolución, se han destaca-
do las ventajas del método de discretización, esto es, 
su carácter sistemático y su exactitud. Asimismo, pa-
ra el caso concreto de una pieza con rigidez constan-
te, se han determinado mediante la aplicación del 
citado método, aproximaciones de los primeros mo-
mentos de la carga de pandeo para una elección arbi-
traria de las distribuciones de probabilidad que 
representan las constantes de los vínculos elásticos. 
También se ha indicado cómo puede aplicarse dicho 
método en la resolución de problemas tales como los 
de rigidez estocástica e imperfección inicial esto-
cástica. 
Finalmente se puede concluir que las ideas y método 
aplicado pueden extenderse con pocos cambios a si-
tuaciones distintas o más complejas que las aquí ex-
puestas. En este sentido casos como por ejemplo el 
tratado por Roorda [11] sobre pandeo de una pieza con 
imperfección inicial estocástica y carga aplicada ex-
céntricamente con excentricidades aleatorias, resultan 
de cómoda resolución empleando el método de discre-
tización. 
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